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Аннотация. В статье приведены результаты вычислений реакции рельсовых нитей при вкатывании гребня на головку рельса на основе разработанных динамических и математических моделей. Результатами вычислительных экспериментов в системе MathCAD доказано, что использование условий равновесия сил геометрической статики в виде двух проекции сил на оси координат и одного момента сил относительно выбранного центра при наличии в аналитических выражениях трансцендентных функций типа синуса и косинуса, как это не парадоксально, не соответствует физическому смыслу решаемой инженерной задачи. Реакции рельсовых нитей следует найти на основе уравнения моментов сил относительно выбранных центров, где при любых исходных данных результаты решения задачи будет соответствовать физическому смыслу решаемой задачи. При любых исходных данных вычисление коэффициента устойчивости колеса против вкатывания на головку рельса следует выполнить на основе уравнений моментов сил относительно выбранных центров, поскольку всегда будет соблюдено неравенство препятствующих подъёму колеса сил, к силам, вызывающим этот подъём. 

Summary. The article contains the results of calculations of track rail reactions during wagon rolling onto the rail head on the basis of the worked out dynamic and mathematical models. With the help of the results of numerical experiments in the system MathCAD it has been proved that the reaction of track rails should be derived only on the basis of moment of force equilibrium relative to the chosen centers when with any original data the results of problem solution will agree with the physical meaning of the task that is to be solved. No matter what the original data are the computation of coefficient of wheel stability against rolling onto the rail head should be performed on the basis of the moment of force equilibrium in relation to the chosen centers since in this case there will always be kept the inequality of forces preventing lifting of the wheel and forces causing this lifting.
Актуальность технической проблемы. В [1–3] с использованием классических положений теоретической механики из реальной схемы приложения сил на колёсную пару грузового вагона сформированы их динамические и построены математические модели с учётом того, что нагрузка на колёсную пару всецело зависит от технологии размещения груза (симметрично и/или несимметрично относительно оси симметрии вагона) [4, 5]. Кроме того, в [1–3] на основе анализа известных расчётных схем колёсных пар грузового вагона в случае опускания гребня нагруженного колеса на головку упорного рельса и результатов расчётов реакций рельсовых нитей [6], а также оценки устойчивости колеса при его опускании на головку упорного рельса, изложенных в [7–12], доказан некорректность построенных динамических и математических моделей, по причине которого результаты оценки устойчивости колеса на рельсе против вкатывания оказались неточными. 
Особо отметим, что формула для определения коэффициента устойчивости колесной пары против схода с рельса (по условию вкатывания) [см. (3.42), 10], учитывающая геометрию профиля гребня, физическое состояние контакта колеса с упорным рельсом, а также воздействия только вертикальных нагрузок от набегающего колеса на рельс и боковой силы, возникающей при взаимодействии гребня набегающего колеса и головки рельса, в принципе некорректна. Некорректность заключается, к сожалению, в ошибочном описании условия опускания нагруженного колеса по головке упорного рельса (направления силы трения совпадает с направлением боковой силы, так же, как и в [7–9]), когда вовсе не происходит вкатывания набегающего малонагруженного колеса на головку рельса. Результаты всех последующих работ (например, [11, 12]) опираются на [10] без критического анализа.
Не исследованными остаются влияние износа профиля гребня колеса, приводящего к уменьшению значение угла наклона профиля гребня к горизонтали (для неизношенных колёс 60°), на величины реакции рельсовых нитей. По данным [13] значительное количество отцепок вагонов по неисправности колёсных пар было связано с недопустимым износом гребней колёс вагонов, приводящее, в свою очередь, к износу боковой поверхности упорного рельса.
Обобщая результаты известных работ [1–13], можно отметить, что до сих пор отсутствуют обоснование построенных математических моделей вкатывания обезгруженного колеса колёсной пары грузового вагона, позволяющие оценить корректность найденных значений реакций связей (рельсовых нитей) на основе результатов вычислительных экспериментов. В соответствии с этим, разработка рекомендации по выбору конечных аналитических формул для определения реакции рельсовых нитей на воздействие колёсных пар грузового вагона при вкатывании обезгруженного колеса на головку рельса является актуальной прикладной задачей в отрасли железнодорожного транспорта.

Формулировка задачи. На основе вычисления требуется рекомендовать конкретные аналитические формулы для определения реакции рельсовых нитей при вкатывании обезгруженного колеса на головку рельса, позволяющие произвести оценку устойчивости по вкатыванию колеса грузового вагона.
Условия задачи и принятые допущения. Будем учитывать, что при вкатывании на головку рельса гребень обезгруженного (т. е. малонагруженного) колеса грузового вагона может скользить вверх. 

Как в [1–3], предположим, что вертикальные силы 
[image: image1.wmf]1
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 и 
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, приложенные на шейки оси колёсной пары, препятствуют вкатыванию гребня прямолинейной части обезгруженного колеса на головку упорного рельса A относительно точки O под действием рамной силы 
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 (рис. 1) [3].
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Рисунок 1 – Схема приложения внешних сил к колесной паре вагона

На рис. 1 обозначено: G – сила тяжести одной колёсной пары; In – нормальная составляющая силы инерции при абсолютном движении, учитывающая движение вагона с ускорением в поперечном направлении; Iz – сила инерции при абсолютном движении, учитывающая неровности пути по вертикали; h = (Dк./2) + r = 0,55 – расстояние от положение рельсовых нитей по уровню до приложения рамной силы, м (Dк. = 0,95 – диаметр колеса, м; r = 0,075 – радиус шейки оси колёсной пары, м); 2S – расстояние между точками контакта колёс с рельсами, м (1 580 мм); a1 – расстояние от центра шейки оси колёсной пары до гребня колеса упорной нити (у четырёхосного грузового вагона принимают 0,264 м); a2 – расстояние от центра шейки оси колёсной пары до точки контакта колеса с внутренней рельсовой нитью (принимают 0,168 м). 
Воспользуемся динамическими моделями при вкатывании гребня обезгруженного колеса грузового вагона на головку рельса, представленные в [3] (рис. 2 и 3). 
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Рисунок 2 – Динамическая модель вкатывания колёсной пары вагона
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Рисунок 3 – Эквивалентная динамическая модель колёсной пары
На рис. 2 и 3 обозначено: α – угол между горизонталью (ось O1y) и касательной τ – τ к рабочей грани головки рельса в точке O касания прямолинейной части гребня наружного колеса с упорным рельсом A (обычно принимают для грузовых вагонов равным 60°, а для локомотивов – 70°).

Методы решения. Воспользуемся методом кинетостатики (уравнения равновесия плоской системы динамических сил геометрической статики) [14, 15] и методом решения линейных алгебраических уравнений в системе MathCAD [16], представленными в [3].

Аналитическое решение задачи [3]. Неизвестные нормальные составляющие N1 и N2 реакции связей 
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 (рельс А) и 
[image: image8.wmf]2

R

 (рельс В), независимо от того, проецированы ли силы на направления координатных осей Oyz, или на касательную τ – τ и нормаль n – n (см. рис. 2), представлены аналитическими формулами [3]:
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Контролем правильности представленных аналитических формул является выполнение равенства, вытекающего из уравнения моментов сил относительно точки O (см. рис. 2 [3]):
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Кроме того, неизвестные нормальные составляющие N1 и N2 реакции связи 
[image: image12.wmf]1
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 (рельс А) и 
[image: image13.wmf]2
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 (рельс В), найдены составлением двух уравнении моментов сил относительно двух произвольных точек O и B (см. рис. 3) [3] в виде:
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В (4) «удерживающие» Mуд. и «опрокидывающие» Mопр. моменты сил найдены в виде [3]:


[image: image16.wmf](

)

2

2

к

.

уд

2

)

sin(

)

cos(

)

sin(

M

S

F

r

S

G

S

I

M

n

+

+

q

+

q

+

q

=

; 


[image: image17.wmf]к
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Контролем правильности последних аналитических выражений является выполнение следующего равенства, вытекающего из проекции сил на вертикаль, в отличие от [2]:
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В [2, 3] решение задачи вкатывания гребня обезгруженного колеса на головку упорного рельса представлено с использованием понятия «препятствующих» соскальзыванию прямолинейной части гребня колеса относительно боковой поверхности рельса сил Fпр. и сил Fвыз., «вызывающих» это соскальзывание [1 – 3]. Явление вкатывания гребня колеса на головку упорного рельса не произойдёт, если разность сил Fпр. и Fвыз. (см. рис. 2), удовлетворяет условию [2]
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где, в отличие от [2],
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Исходные данные задачи. Пусть, как и в [6, 9], в кривом участке пути с радиусом кривизны заданной точки кривого участка пути ρ = 320 м произошёл сход грузового вагона из-за вкатывания гребня колеса на головку наружного рельса. Скорость движения подвижного состава была v = 70 км/ч. По одной из версий, это могло произойти по причине жёсткого торможения. По одним сведениям, тормозная сила достигала 700, а по другим – 1 000 кН. Расчёт следует выполнить при трёх величинах рамной силы Fр, которые получены по данным ВНИИЖТ: Fр1 = 50, Fр2 = 78 и Fр3 = 89 кН [9]. 
Характеристика пути [6, 9]. Рельсы Р65, шпалы деревянные 2 000 шт./км, балласт гравийный, состояние пути плохое (коэффициент трения скольжения гребня колеса по рельсу f = 0,25); радиус кривизны заданной точки кривого участка пути ρ = 320 м; возвышение наружной рельсовой нити A относительно внутренней B – Δh = 0,1 м; θ = arctg(Δh/2S) = arctg(0,1/1,58) = 0,063 – угол, характеризующий возвышение наружной рельсовой нити, рад. (θ·180/π = 3,621 град.).
Характеристика грузового вагона [6, 9]. G = 15 – вес колёсной пары, кН; Gбр = 920 – вес брутто, кН (M = 9,378 104 – масса кузова с грузом, кг); nк  = 8 – количество осей экипажа, шт.; Gст. = Gбр/ nк = 115 – статическая нагрузка от колёса на рельс, кН; Gк  = 844 – вес кузова с грузом, кН; f = 0,25 – коэффициент трения скольжения гребня колеса по рельсу; hцт. = h1 = 2 – высота центра тяжести кузова вагона, м; F1 = Gст. и F2 = Gст. – нагрузка от кузова на шейки оси колёсной пары, кН (здесь предполагали, что груз размещён симметрично относительно продольной оси вагона).
Результаты вычислительных экспериментов. 1) Результаты расчётов на основе аналитических формул (1) – (3). Нормальная составляющая реакции рельсовых нитей А и В, вычисленные по (1) и (2) в системе MathCAD [16] при величине рамной силы Fр1 = 50 кН, в отличие от [9], оказались равными N1 = –17,8 и N2 = 273,9 кН. Однако проверка результатов расчёта показали, что равенство (3) не соблюдается, т. е. слагаемые с положительным знаком равны 498,3, а вычитаемые – 273,3 кН. При Fр1 = 78 кН: N1 = 12,7 и N2 = 265,2 кН, а при Fр1 = 89 кН: N1 = 24,6 и N2 = 261,8 кН. Также не соблюдается равенство (3). 
Установлено, что уменьшение значение угла наклона профиля гребня к горизонтали α (для неизношенных колёс 60°) с учётом её износа [13], при постоянной величине коэффициента трения f и величине рамной силы Fр = 50 кН приводит к уменьшению N1 и увеличению N2 (рис. 4, а, б), а при Fр = 78 кН, наоборот, – к увеличению N1 и уменьшению N2 (рис. 4, в, г). При этом зафиксировано, что для заданных исходных данных задачи предельным значением рамной силы, при котором происходит увеличение N1 и уменьшение N2 является Fр = 66,4 кН.
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а)                                                         б)
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в)                                                         г)
Рисунок 4 – Графические зависимости N1 и N2 от вариации α
Увеличение рамной силы Fр при постоянной величине коэффициента трения f приводит к увеличению N1 и к незначительному уменьшению N2 (рис. 5, а). Уменьшение коэффициента трения f при постоянной величине рамной силы Fр приводят к уменьшению N1 и к незначительному увеличению N2 (рис. 5, б).
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а)                                                         б)
Рисунок 5 – Графические зависимости N1 и N2 от вариации Fр и f
Анализ полученных результатов вычислений. Величины нормальных реакции связи N1 и N2 в основном зависят от величины рамной силы Fр, коэффициента трения f между контактируемыми поверхностями колёс с рельсовыми нитями и вертикальных сил F1 и F2, приложенных на шейки оси колёсной пары. Причём увеличение рамной силы Fр увеличивает значение реакции связи N1 и уменьшает значения N2 (см. рис. 5, а). Уменьшение коэффициента трения f при Fр = const. – уменьшает значение N1 и, наоборот, незначительно увеличивает N2 (см. рис. 5, б), т. е. допускает соблюдение неравенства N1 < N2. Кроме того, при любых исходных данных равенство (3) не соблюдается. Согласно замечанию [2, 3], при любых исходных данных должно соблюдаться условие N1cosα > N2 и соблюдение равенство (3), в противном случае результаты решения инженерной задачи не будут соответствовать её физическому смыслу. 
Таким образом, результаты вычислительных экспериментов показали, что использование условий равновесия сил геометрической статики в виде двух проекции сил на оси координат и одного момента сил относительно выбранного центра [14, 15] при наличии в аналитических выражениях трансцендентных функций типа синуса и косинуса [2, 3], как это не парадоксально, не отвечает физическому смыслу решаемой инженерной задачи так же, как и в [6]. 
2) Результаты расчётов на основе аналитических формул (4) – (6). Нормальная составляющая реакции рельсовых нитей А и В, вычисленные по (4) и (5) в системе MathCAD [16] при величине рамной силы Fр1 = 50 кН, в отличие от [6], оказались равными N1 = 484,5 и N2 = 131,45 кН. При Fр1 = 78 кН: N1 = 518,9 и N2 = 121,7 кН; при Fр1 = 89 кН: N1 = 532,4 и N2 = 117,9 кН. 
Установлено, что уменьшение значение угла наклона профиля гребня к горизонтали α с учётом её износа [13] при постоянной величине коэффициента трения f и величине рамной силы Fр = 50 кН приводит к уменьшению N1 (рис. 6). 
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Рисунок 6 – Графические зависимости N1 от вариации α
Увеличение рамной силы Fр увеличивает значение реакции связи N1 и незначительно уменьшает N2 (рис. 7, а). Уменьшения коэффициента трения скольжения f при Fр = const. – увеличивает значение N1 по нелинейному закону (рис. 7, б). Здесь учтём, что N2 согласно (5) не зависит от f. При любых исходных данных соблюдается равенство (6) (268,81 кН), что подтверждают корректность выполненных расчётов.
[image: image27.png]600
480
N1EFr)360

W2(Fp)240 —————F—1—

120

0
40 52 64 76 88 100
Fp



   [image: image28.png]600
480
MB3e0

120

0
0 0.060.120.18024 0.3
£



 

а)                                                           б)

Рисунок 7 – Графические зависимости N1 и N2 от вариации Fр и f
Таким образом, результаты вычислительных экспериментов на основе (4) и (5) показали, что при любых исходных данных будет соблюдено условие N1cosα > N2 и равенство (6), что соответствует физическому смыслу решаемой задачи. 

Отсюда вытекает важный вывод о том, что недопустимо определять одного отыскиваемого параметра расчётов (например, N2) из уравнения моментов сил относительно выбранной точки (например, относительно точки O), а другого (например, N1) из уравнения равновесия сил в проекциях на выбранную ось координат (например, на направление нормали n – n). Такая ошибка допущена в [7 – 9].

3) Результаты расчётов на основе аналитических формул (8) и (9) с использованием (1), (2) и (4), (5). Приведём результаты вычислений «препятствующих» подъёму колеса сил Fпр. и (см. (8)) и сил Fвыз. (см. (9)), «вызывающих» этот подъём [3]. При величине рамной силы Fр1 = 50 кН и коэффициенте трения скольжения f = 0,25 значения сил Fпр. и Fвыз., вычисленные на основе (1) и (2), в отличие от [6], соответственно, равны 271,6 кН. Тогда коэффициент устойчивости нагруженного колеса при опускании на головку рельса η = Fпр./Fвыз., вычисленный на основе (1) и (2) равен η = 1,0. Согласно [7 – 9] значение коэффициента устойчивости η можно увеличить, уменьшая значение f. Однако при использовании (1) и (2) уменьшению величины коэффициента трения f соответствует уменьшение силы Fпр. по линейному закону при Fвыз.  = const (рис. 8, а), соответственно этому значение коэффициента устойчивости η уменьшается от 1 по линейному закону (рис. 8, б), что противоречит предположениям [7 – 9].
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а)                                                     б)

Рисунок 8 – Графические зависимости Fпр, Fвыз и η от вариации f
Отсюда следует, что при использовании (1) и (2) всегда соблюдается равенство сил Fпр.и Fвыз., соответственно этому всегда η ≤ 1, что соответствует случаю явного схода колеса с рельса.
Силы Fпр.и Fвыз., вычисленные на основе (4) и (5), при величине рамной силы Fр1 = 50 кН, в отличие от [6], равны 148,3 и 379,4 кН. Соответственно этому коэффициент устойчивости η, вычисленный на основе (4) и (5) при f = 0,25, η = 2,6. Значение коэффициента устойчивости η можно увеличить, уменьшая значение f [7 – 9], например, если f = 0,1, то η =1,36. Уменьшению величины коэффициента трения f соответствует уменьшение силы Fпр., в отличие от [3], по линейному закону (рис. 9, а), соответственно этому по линейному закону уменьшается значение коэффициента устойчивости η (рис. 9, б), однако не ниже, чем до 2.
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а)                                                    б)

Рисунок 9 – Графические зависимости Fпр, Fвыз и η от вариации f
Анализ результатов вычислений. Результаты расчётов коэффициента устойчивости нагруженного колеса при опускании на головку рельса показали, что при любых исходных данных вычисление η по (8) и (9) на основе (4) и (1), рекомендованные в [7 – 9], является не корректным, поскольку всегда соблюдается равенство (7) (или ΔFτ-τ = 0) и соответственно этому η =1,0. При любых исходных данных вычисление η по (8) и (9) на основе (4) и (5) позволяет оценить устойчивость нагруженного колеса при вкатывании гребня обезгруженного колеса на головку рельса, поскольку всегда соблюдается неравенство (7) (или ΔFτ-τ ≥ 0) и соответственно этому η ≥ 1,0. Поэтому оценка устойчивости колёсной пары вагона против вкатывания гребня колеса на головку упорного рельса, выполненная отношением сил Fпр., «препятствующих» подъёму колеса, к силам Fвыз., «вызывающим» этот подъём [3], является корректным лишь при использовании конечных аналитических формул (4) и (5). 
4) Обобщающие результаты вычислительных экспериментов. Приведём сравнительные результаты вычислений реакции связей R1 (наружная рельсовая нить A), R2 (внутренняя рельсовая нить B) и их проекции на координатные оси Oyz (R1y, R1z и R2y, R2z), кН (рис. 10), выполненные на основе (4) и (5) при Fр = 50 кН и f = 0,25.
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Рисунок 10 –  Направление реакции связей, приложенных на колёсную пару 
Результаты вычислений реакции связей R1, R2 и их проекции на оси координат (R1y, R1z и R2y, R2z) в кН, в отличие от [6], оказались следующими:
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 град. – направляющий косинус реакции связи A;
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 град. – направляющий косинус реакции связи B.
Полученные исходные данные, согласно закону равенства действия и противодействия механики [14, 15], позволяют обоснованно выполнить расчёты устойчивости пути против поперечного сдвига под поездом.
Анализируя результаты вычислительных экспериментов, можно подчеркнуть, что расчёты по определению неизвестных реакции рельсовых нитей N1 и N2 следуют выполнить, исходя из условия равновесия моментов сил относительно точек контакта колёс с рельсовыми нитями, где гарантированно соблюдается условие N1cosα > N2, что соответствует физическому смыслу решения инженерной задачи [5].
Выводы. 
1. Результатами вычислительных экспериментов установлено, что при использовании метода кинетостатики (условий равновесия сил геометрической статики) в виде двух проекции сил на оси координат в виде (1) и (2) уменьшение значение угла наклона профиля гребня к горизонтали с учётом её износа [13] при постоянной величине коэффициента трения f по мере увеличение рамной силы приводит к увеличению N1 и уменьшению N2. Увеличение рамной силы увеличивает значение реакции наружной рельсовой нити N1, уменьшая при этом реакции внутренней рельсовой нити N2, что логично. Уменьшение коэффициента трения при постоянной величине рамной силы уменьшает значение реакции наружной рельсовой нити N1 и, наоборот, увеличивает реакции внутренней рельсовой нити N2, т. е. допускает соблюдение неравенства N1cosα < N2, что ставит под сомнения результаты решения инженерной задачи, как не соответствующее её физическому смыслу. Таким образом, использование условий равновесия сил геометрической статики в виде двух проекции сил на оси координат и одного момента сил относительно выбранного центра [14, 15] при наличии в аналитических выражениях трансцендентных функций типа синуса и косинуса [3], как это не парадоксально, не отвечает физическому смыслу решаемой инженерной задачи. 
2. Результаты вычислительных экспериментов, выполненные на основе уравнения моментов сил относительно выбранных центров в виде (4) и (5), показали, что при любых исходных данных будет соблюдено условие N1cosα > N2 и равенство (6), что соответствует физическому смыслу решаемой задачи. Отсюда вытекает важный вывод о том, что недопустимо определять одного отыскиваемого параметра расчётов из уравнения моментов сил относительно выбранной точки (например, относительно точки O), а другого из уравнения равновесия сил в проекциях на выбранную ось координат (например, на направление нормали n – n), как это выполнено в [7 – 9].

3. Оценка устойчивости колёсной пары вагона против опускания гребня колеса на головку упорного рельса, выполненная отношением сил, препятствующих подъёму колеса Fпр., к силам Fвыз., вызывающим этот подъём, найденных из проекции равновесия сил на выбранные оси координат [7 – 9], является некорректной. При этом всегда соблюдается равенство этих сил и, соответственно этому, коэффициент устойчивости колеса против вкатывания при уменьшении коэффициента трения скольжения может быть и η ≤ 1, что соответствует случаю явного схода колеса с рельса.
4. Результаты расчётов коэффициента устойчивости показали, что при любых исходных данных вычисление этого коэффициента на основе уравнений моментов сил относительно выбранного центра позволяет оценить устойчивость нагруженного колеса при опускании на головку рельса, поскольку всегда соблюдается неравенство препятствующих подъёму колеса сил, к силам, вызывающим этот подъём, и соответственно этому η ≥ 1,0. 
5. Оценка устойчивости колеса колёсной пары вагона против вкатывания на головку упорного рельса, выполненная отношением сил «препятствующих» подъёму колеса, к силам, «вызывающим» этот подъём, является корректным лишь при использовании уравнений моментов сил относительно точек контакта колёс с рельсовыми нитями, где гарантированно соблюдается условие N1cosα > N2, что соответствует физическому смыслу решения инженерной задачи [5].
Новизну (отличительная особенность) исследований представляют построенные графические зависимости реакции рельсовых нитей от вариации рамных сил и коэффициента трения скольжения колёс относительно поверхностей контактов рельсов, позволившие обосновать методы расчёта реакции рельсовых нитей при вкатывании обезгруженного колеса на головку упорного рельса. Полученные результаты исследований являются новой ступенью в разработке данной проблемы.

Преимущество (значимость) данной методики – возможность достоверной оценки устойчивости при вкатывании обезгруженного колеса на головку упорного рельса. 

В перспективе полученные результаты исследований позволяют обоснованно выполнить расчёты устойчивости пути против поперечного сдвига под поездом.
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